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Abstract. The thesis summarized in this work has as focus the studyuatstr
ral properties of interval graphs and orders and the comihegf recognizing
them. In particular, (i) we provide characterizations of rexhe cliques and
homogeneously-clique representable graphs; (ii) we intceda new order di-
mension named linear-interval dimension, showing the céossting relation
to the recognition problem of PI graphs; (iii) we provide th@ate-of-the-art
knowledge about the interval count problem, presenting ti@ma results in
literature; and (iv) we provide efficient algorithms for theraputation of the
interval count of generalizations of threshold graphs.

Resumo. A tese resumida neste trabalho tem como foco o estudo deiguiapr
des estruturais de grafos e ordens de intervalo e a com@driém reconhée
las. Em particular, (i) fornecemos caracteriZags de cliques extremas e grafos
represendveis por cliqgues homaégeas; (ii) introduzimos uma nova diméans
de ordens chamada dimditslinear-intervalar, mostrando sua coré@&xcom o
problema de reconhecimento de grafos PI; (iii) provemostadesda-arte do
problema de contagem de intervalos, apresentando os asmdtexistentes na
literatura; e (iv) fornecemos algoritmos eficientes paraoanputaéio da conta-
gem de intervalos de generaliZggs de grafos de limiar.

1. Introducao

Um grafoG € umgrafo de intersego se podemos ass@elo a uma farilia de conjun-

tos, cada @rtice correspondendo a um conjunto, de formaqué uma aresta dé' se

e somente se 0s conjuntos correspondentes a tém intersego rio-vazia; tal fariia

de conjuntos chamada unmodelo de intersép de G. Restringindo-se os modelos
de intersego pela especificap de propriedades que os modelos devam atender, dife-
rentes classes de grafos de integsego definidas. Ungrafo de intervalo® o grafo de
interse@o de uma fantia de intervalos da reta real, chamada dernauelo de intervalas

A Figura 1 exemplifica um grafo de intervalo é¢rde seus modelos de intervalos.
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Figura 1. Grafo de intervalo e tr é&s de seus modelos de intervalos.

Existem muitos estudos sobre grafos e ordens de intervalup tpelo in-
teresse puramente gco, quanto pelo papel central que desempenham em certas
aplicages [Roberts 1976, Fishburn 1985, Golumbic and Trenk 2008s &urgem em
muitas aplica@es péticas que requerem a constioge uma linha do tempo onde, a cada
evento relacionado ao problema, corresponde um interegl@sentando a sua dudag
Conforme [Pe’er and Shamir 1997], dentre tais apbes; esio aquelas relacionadas a
planejamento, alocag de tarefas, arqueologidgica temporal, diagrstico nédico e
desenho de circuitos integradosa ltamleém aplicades rao relacionadas com eventos
numa linha de tempo. Nesta categoriaaesiplicafes naarea de gegtica, problema do
mapeamentad$ico de DNA e psicologia comportamental.

Um grafo Pl & o grafo de inters@p de uma faitfia de triangulosA BC' entre duas
retas paralelas distintds e L, tal que A pertence d.; e BC pertence d.,; tal modelo
€ chamado utmodelo PI1 A Figura 2 ilustra um grafo Pl e um de seus modelos PI.

Figura 2. Um grafo Pl e um modelo PI.

Os grafos Pl foram definidos por Corneil e Kamula em 1987 e,edes#io, o
problema do reconhecimento desta classa est aberto, apesar do esfor¢co no intuito
de resole-lo [Lin 2002, Spinrad 2003, Oliveira 2006EE facil ver que a classe dos gra-
fos PI coném a classe dos grafos de intervalos, pois restringindé-se [B; C| para
todo triangulo, tornamos modelos Pl equivalentes a modelos dedhdsr dado que dois
triangulos se interceptam em modelos com tal régirige e somente se os intervalos
correspondentess suas bases se interceptam.



O objetivo da tesé o de estudar problemas relacionados a grafos e ordens de in-
tervalo. A saber, estudamos o problema das cliques extrardasengo linear-intervalar
de ordens em geral (que consiste da busca de realizad@eslates de ordens com cer-
tas propriedades) e a contagem de intervalos de grafos espmgige s&to devidamente
introduzidos na @xima se@o. A motiva@o para o estudo destes problemas estruturais
e de difcil abordagene essencialmente a obté&ocde um entendimento maior acerca
destas classes de grafos e ordens. Este estoidoase justifica portanto devidogrande
aplicabilidade dos grafos e ordens de intervalo em proldedisamundo real. Objeti-
vos desta natureza — o de gerar conhecimento de novas plaget estruturais -as
necesarios para uma melhor elabogexe avaliago de algoritmos para tais problemas.

2. Resumo da Tese e Resultados Obtidos

Nesta sego apresentamos um resumo dos problemas abordados e depamsin
contribuigdes da tese.

O primeiro problema abordadoo de cliques extremas. Considere um modelo de
intervalo de um grafo e uma reta vertical cortando perpetali;ente um conjunto de
intervalos deste modelo. Og&nices correspondentes aos intervalos @oecertados por
tal reta, por constri@p, §10 adjacentes entre si no grafo e, portanto, consituem wgjonecli
deste grafo. Por outro lad@, facil mostrar que dado um modelo de intervalo, a cada
cligue pode-se fazer corresponder uma reta vertical gua pogcisamente os intervalos
associados aértices desta cliqgue. Ardena@o de cliquesle um dado modele a ordem
linear sobre o conjunto de cliques do grafo tal que a cliqu@recede a cliqué&’; na
ordem se e somente se a linha vertical corresponde@teeat a esquerda no modelo
daquela correspondentea

Uma cliqueC' & umaclique extremale um grafo de intervalo se existir um modelo
de intervalo tal que” €& a primeira clique (clique mima) da ordem de cliques deste
modelo. Por exemplo, no modelo (a) da Figura 1 mostra quejasdil, 2} € uma clique
extrema, enquanto o modelo (c) prova que a clifjué, 6} tamkemé extrema. Contudo,
nem toda clique extremaE facil mostrar gue &o la uma ordendp de cliques dé&/ na
qual{1, 5,7} seja a primeira.

O problema de reconhecer uma clique extrema edacionado a aplicaes que
constroem gradativamente da esquerda para a direita umordedmtervalo de um grafo
gque modela um objeto de interesse desta af@wablaturalmente, tais aplic@gs devem
proceder escolhendo como primeira clique da represaot&n constriio uma clique ex-
trema (caso cordrio, rao sea possével gerar um modelo de intervalo completo). Como
resultado da tese, caracterizamos codelicnecessias e suficientes para uma clique ser
extrema num grafo de intervalo atés/de subgrafos proibidos. Em seguida, caracteriza-
mos os grafos cujas cliquedastodas extremas, mostrando que tal clésgeecisamente
aquela dos grafos trivialmente perfeitos, definida em [@dbli¢ and Trenk 2003] com
motivag@o relacionada a colorag e grafos perfeitos.

O proximo problema que a tese tratada dimendo linear-intervalar de ordens.
UmaordemP = (X, <) consiste de uma relag biraria < irreflexiva e transitiva sobre
um conjuntoX. Sex < y ouy < =z, dizemos quer e y SA0 compaaveise, caso
conti@ario, que &oincompaéaveis Uma ordemé umaordem linearse quaisquer dois
elementos distintosa® compaiiveis. Uma ordeni.X, <) & umaordem intervalarse &



poss$vel associar um modelo de intervalps, | € X} tal quexr < y se e somente se
I, est totalmented esquerda dé,. Uma ordem”’ = (X, <’) & umaextengo de uma
ordemP = (X,<)sex <y = =z <’ y, e& umaextendo linearse P’ for uma
ordem linear. Similarmente, se a ext@a$’ for uma ordem intervalar, eladita ser uma
extengo intervalar A interse@o de orden® N () & a ordemR tal quexr < y emR se
e somente se < y em P e Q. Sejal um conjunto{ P, ..., P,} de exten8es de uma
ordemP. Dizemos quel, &€ umrealizadorde P se P = (/_, P,. A dimengo linearde
P & o menork para o qual existe um realizador decontendo exatamenfeextenes
lineares. Analogamente,dimengo intervalarde P € o menork para o qual existe um
realizador de” que coném precisamente exten®es intervalares.

Introduzimos o conceito de dimeslinear-intervalar de uma ordef(nota@o:
lidim(P)) como sendo o par ordenadia ¢) tal que: (i) a dimer&o intervalar de” ép e
(ii) dentre todos os realizadores intervalardaimos deP, no mnimo ¢ ordens de cada
realizador 8o rao-lineares. Provamos que o reconhecimento de um grafadtléma
em abertof polinomialmente equivalente a reconhecetiden(P) = (2,1), para uma
dada ordenP associada ao grafo. Provamos témbque, para todo par ordenagoq),
existe um orden® tal quelidim(P) = (p, q).

Finalmente, abordamos o problema da contagem de interv@lgsoblema da
contagem de intervalos aquele de determinar o menammero necessio de compri-
mentos de intervalo para representar um modelo de intedealon dado grafo ou ordem
de intervalo. Por exemplo, os modelos (a) e (c) da Figura Xramasque3 tamanhos
distintos de intervalod suficientes para representar o grafo da figura. Contudo; 0 mo
delo (b) ilustra que possvel represerdt-lo com2 tamanhos apenas. @&h dissog facil
notar que esté o ninimo necesario, ou seja, ao se pode repres@dto com umlnico
tamanho. Logo, a contagem de intervalo deste geafual a2.

E facil imaginar aplicages em que os modelos de interesse devem possuir o menor
nimero de tamanhos distintos. Por exemplapnveniente que aplicadgs que represen-
tam intervalos de durap de eventos num congresso utilizem o menonero possel
de durages distintas.

Apesar do cater kasico do problema da contagem de intervalos, surpreenden-
temente existem poucos resultados sobre ele. Parte dabogg#o da tese sobre este
temaé, portanto, o de fornecer uma&esabrangente e compreensiva dos resultados exis-
tentes na literatura e outros relacionados. Em seguidasamiamos diversos resultados
originais envolvendo a contagem de intervalos.

Mostramos que pode se assumir que 0os modelos de intervadagrosextremos
inteiros distintos sem afetar a contagem de intervalos dienoiou grafo correspondente.
Tal premissa&, em geral, bem natural a problemas relacionados a grafdgesde inter-
valo, mas @oé direta para o problema da contagem de intervalos. Com afeigendo-
se 0s extremos de intervalo, na tentativa de transformarado chodelo de intervalo
com extremos &o-inteiros ou &o-distintos em um outro com extremos inteiros distin-
tos, potencialmente modifica-se Gmero de tamanhos de intervalo distintos se nenhum
cuidadoé tomado neste sentido. Na tese, descrevem@® entais &0 tais cuidados e
mostramos que esta premissa pode ser de fato assumida, cegquetaaem uma potencial
simplificagao na solugo de outros problemas envolvendo contagem de intervalos.



O proximo tema relacionade o aspecto combinatorial deste problema. Algorit-
mos de forca-bruta com complexidades de tempo exponsrg&i@aiem geral evidentes
para problemas combinatoriais. No entanto, mesmo de posssdltado anterior, ainda
nao fica claro como utilizar um algortimo forga-bruta parsobeer o problema da conta-
gem de intervalo. Mesmo sob a premissa de que 0s extremostdpslos 80 mimeros
inteiros, como Ao se sabe um limite superior para o tamanho de tais modglusar
se aé quandc necesario enumerar posgeis soluges numa abordagem de forga-bruta.
Evidenciamos a natureza combidid do problema efb atraes de uma decompogiq
do problema em umaesie finita, embora exponencial, de prograteg;lineares.

Por fim, trabalhamos no problema de contagem de intervalodgueestringe-
se o grafo a pertencer a certas classes. Na literatura;Saljae asérvores, os grafos
quase livres de garras, e os grafos de limiages tedos de contagem de intervalo no
maximo 2. Estendemos este resultado para a classe dos grafos gextkrslde limiar.
Alem disso, mostramos que as classes de grafos dos triviglperfeitos e os livres
de touro-estendido possuem exemplos de grafos com contadpitraria de intervalo e
descrevemos procedimentos eficientes de reconhecimeaattgaclasses.

3. Conclusio

A classe dos grafos de intervalo tem &mo interesse de diversos pesquisadoi&s h
décadas por sua riqueza estrutural e ao seu emprego em dieptgaes, resultando
em diversos estudos @ecos sobre suas propriedades [Roberts 1976, Fishburn 1985
Golumbic and Trenk 2003, Papadimitriou and Yannakakis 18@#p 1993].

Primeiramente, a tese trata do problema de cliques extremagafos de inter-
valo, onde estabelecemos mais uma propriedade estruest dlasse. Neste estudo,
caracterizamos as clique extremas de um grafo de interealeybgrafos induzidos proi-
bidos. AEm disso, caracterizamos a classe dos grafos cujas cliqoetdas extre-
mas. Os resultados desta pesquisa deram origem ao Bstigeme cliques in interval
graphs[Cerioli et al. 2010a], publicado pela Ars Combinatoria em@@®Resultados par-
ciais foram apresentados hatin-American Workshop on Cliques in Grapina cidade
de La Plata, Argentina, em 2006, constando em seus anais.

Em seguida, apresentamos o problema de reconhecimentoafos gl e o ca-
racterizamos por meio da réxg de dimer&o linear-intervalar. Tal caracterizag faz
corresponder o problema de reconhecer um grafo Pl ao delreoense uma ordem que
concorda com tal grafo possui determinada dirhenear-intervalar. Mostramos que
este novo conceito de dimésriio cria “buracos” (ist@, para todo valor de dimehs
existe uma ordem exatamente com aquela dig@n<Estesiltimos resultados foram re-
centemente compilados em um artigo, ainda sem submi€3s resultados parciais deste
artigo foram apresentados bAGOS(Latin-American Algorithms, Graphs and Optimi-
zation Symposiuprem 2007, na cidade de Puerto Varas, Chile, mokshop on Graph
Theory and Applicationem 2006, na cidade de Porto Alegre, Brasil, constando nos res-
pectivos anais. Uma publicag com resultados preliminares foi feitall@ctronic Notes
in Discrete MathematicfCerioli et al. 2008].

Por fim, apresentamos um resunsarfvey sobre o problema de contagem de in-
tervalos, mostramos de maneira independente aaelgge existe entre a contagem de
intervalo de um grafo e o seuwmero de cliques. O artigdn Representing an Interval



Graph Using the Minimum Number of Interval Lengfferioli et al. 2010b], publicado
pela Matenatica Contemp@mnea em 2010, representa esta parte do trabalho. Estes resul
tados foram apresentados Inatin-American Workshop on Cliques in Grapihs: cidade

de Guanajuato, Mexico, em 2008, constando em seus anais.

Apresentamos tan@m resultados originais sobre o tema de contagem de inter-
valo, em particular descrevemos uma compaegficiente da contagem de intervalo de
grafos e ordens livres de touros estendidos [Cerioli et di1POMostramos que pode-
mos assumir, sem afetar a contagem de intervalo de uma ordegrafo de intervalo,
gue os modelos devem possuir 0os extremos distintos e isteikie@m disso, evidencia-
mos a natureza combirtata do problema. Tais resultados foram publicados no@@ig
counting interval lengths of interval grapfi€erioli et al. 2011] publicado pelBiscrete
Applied Mathematicem 2011 e apresentados batin-American Workshop on Cliques
in Graphs na cidade de Itaipava, Brasil, em 2010.
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